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材料力学を楽しむ会 2019年度第1回

Ⅰ 非線形問題の解析

ー 弾塑性解析ひずみ増分理論

ー 有限ひずみ

Ⅱ 新しい材料力学第4版

材料力学を学ぶ枠組み

Ⅲ 試験問題の研究



Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

金属の塑性変形の特徴

 降伏応力は静水圧に依存しない

 塑性変形は体積変化を伴わない

 ひずみは弾性ひずみと塑性ひずみに分けられる

 応力成分は等方成分と偏差成分に分ける

 ひずみは等方成分と偏差成分に分ける 静水圧
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

全ひずみ理論とひずみ増分理論

一般負荷に対してはひずみ増分理論の方が合理的で，実験結果も味方している

負荷過程（ ）において

全ひずみ理論

ひずみ増分理論

≠
ただし，
比例負荷*の場合，
両者は一致する

＊比例負荷
変形の全過程を通じて応力主軸が材料に対して回転せず，
応力成分比が一定に保たれたまま単調に増加すること
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

ひずみ増分は弾性部分と塑性部分に分けられる

全ひずみ理論とひずみ増分理論

（2）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

（16）

（17）

（18）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

（19）

（20）

（21）

（20）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

（22）

（17） （21） （16） （8）

（23）

（24）

（18） （20）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

（25）

（17）（18）

（26）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

全ひずみ理論とひずみ増分理論

（27）

（27）（19）

（28）

（26）

（21） （27）

（26）

（29）

（30）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

（31）

（32）

（33）

（29）

（22）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

（34）

（35）（29）

（25）

（34） （35）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

ひずみ増分理論

（36）

（34）,（35） （36）

（26）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

相当塑性ひずみ増分

（37）

（38）

複雑な応力状態における塑性ひずみ増分について，単軸負荷での軸方向塑
性ひずみ増分に相当する量，すなわち，相当塑性ひずみ増分 を定義する。

その方法は，複雑な応力状態において塑性変形を生じさせるエネルギすなわ
ち塑性仕事増分 が，相当応力 のもとで相当塑性ひずみ を生じさせ
るエネルギと等価であると考えて求める。
単位体積当たりの塑性仕事増分 は，応力 と塑性ひずみ

の積和として求められる。

仮定 iii より （37）式は次式のように書ける。

(38) 式が相当応力と相当塑性ひずみの積の形になるように，相当応力の式
(12) 式と (21) 式を使って変形すると，
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

相当塑性ひずみ増分

（37）

（38）

仮定 iii より （37）式は次式のように書ける。

塑性仕事増分を と定義すると，相当塑性ひずみ は

（39）

（40）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ P. 106

平行移動

（平行＋回転）移動

（平行＋回転）移動＋変形

⇒ひずみなし

⇒ひずみなし

⇒ひずみあり

相対距離不変

相対距離不変

相対距離変化

点 の変位

点 の変位

図 7.25

（7.61）
 点 の変位は点 の変位と変位の勾配で表現できる

 変位勾配の内容を調べれば変形と回転の様子がわかる
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ P. 106

変位勾配テンソル

 変位勾配テンソル は，ベクトル を変位ベクトル に変換する

（7.63）

図 7.26

（7.62）
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ P. 108

大きな変形をともなう大変形あるいは有限変形とよばれる問題に関しては，
変形勾配テンソルF を利用する。

正則 なテンソルF は，直交テンソルR と正定値対称テンソルUあるいは Vの
積に分解できる。

このような分解を極分解といい，RUへの分解を右極分解，
V Rへの分解を左極分解とよぶ。
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ P. 108

直交テンソルR と正定値対称テンソルU ，V の機能

：右極分解

回転伸縮

：左極分解

回転 伸縮

図 7.27
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ P. 108

直交テンソルR と正定値対称テンソルU ，V の機能

：右極分解

：左極分解
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ 追加

有限ひずみテンソルを導くための準備

次の式が成り立つことを簡単な事例で確認しなさい
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ

ラグランジュ的なものの見方とオイラー的な見方

連続体の物理量を表現する2つの方法

物質表現（ラグランジュ法）
：ある時刻に占めていた物質点の座標 X と時刻 t で表現する

空間表現（オイラー法）

：空間の座標 x と時刻 t で表現する
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ

長さの2乗には回転を司る R が含まれない

変形前後の長さの2乗の関係

空間表示

物質表示

変形前後の長さの2乗の差

ひずみの定義

E

e

：ラグランジュ-グリーンのひずみテンソル
：オイラー-アルマンシのひずみテンソル
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ

ひずみの誘導
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ

：ラグランジュ-グリーンのひずみテンソル
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

有限ひずみ

同様にして，オイラー-アルマンシのひずみテンソルを導いてください

：オイラー-アルマンシのひずみテンソル
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形の解析

変位は（X, Y ）あるいは（x, y）の一次関数とみなすことができる。

微小領域における点の移動

物質表現 空間表現
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形の解析

微小領域における変形勾配テンソルF を求める

物体内部の微小領域において

変形前

変形後
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形の解析

右コーシー-グリーン変形テンソルC を求め
る

物質表示

変形勾配テンソル 右コーシー-グリーン変形テンソル
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形の解析

右ストレッチテンソルU を求める手順

固有方程式と固有値

対角化 ⇒ 平方根 ⇒ 座標変換
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形の解析

固有ベクトル を基底とする座標系に変換すると，
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形の解析

U で変形し，それをR で回転する

変形勾配テンソルF の機能
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形の解析

ラグランジュ-グリーンのひずみテンソル
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Proprietary and Confidential

Ⅰ 非線形問題の解析

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形の解析

変形前のベクトル が変形勾配テンソルF によって変形を受ける。
を計算しなさい。

変形勾配テンソルF を左極分解して，左ストレッチテンソルⅤ と
オイラー-アルマンシのひずみテンソルe を求めなさい。
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Proprietary and Confidential

Ⅱ 新しい材料力学 第4版

2019年第1回材料力学を楽しむ会

材料力学を学ぶ難しさ

いただいた意見を次の版に反映させていきたいと思います

 現状の材料力学の教科書の良いところは何ですか?

 現状の材料力学の教科書の問題点は何ですか?

みなさんのご意見，考えをお聞かせください
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Proprietary and Confidential

Ⅲ 試験問題の研究

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形理論に関する問題

1. 次の記述のうち正しいものを選びなさい

a. 微小変形理論では，変形後の形状について力のつり合いを考える

b. 有限変形理論は，変形が微小という前提で構築されている

c. 有限変形理論では，線形弾性材料であってもつり合い方程式は非線形になる

d. 応力ひずみ関係に線形性が成立しない問題は，つねに幾何学的非線形問題とよばれる

2. 有限変形のつり合い方程式が変位に関して非線形になる直接的な原因として
不適切なものはどれか。

a. 変形による断面の変化

b. 構造物の代表寸法に対する変位の大きさ

c. 変位に対して非線形な量として定義されるひずみ

d. 変位における剛体回転成分
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Ⅲ 試験問題の研究

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形理論に関する問題

3. F の呼称として正しいものを選びなさい

a. 応力テンソル

b. 変形勾配テンソル

c. ひずみテンソル

d. 回転テンソル
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Ⅲ 試験問題の研究

2019年第1回材料力学を楽しむ会

変形理論に関する問題

4. 変形勾配テンソルをF とすると，グリーン・ラグランジュひずみテンソルEの
正しい表記はどれか。 I は単位テンソル

a.

b.

c.

d.

5.変形勾配テンソルをF とすると，アルマンジひずみテンソルAの正しい表記
はどれか。 I は単位テンソル

a.

b.

c.

d.
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以上


